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Résumé

Nous adaptons les techniques classiques de r´esolution par différences finies des ´equations de la
chaleur et de Laplace, au traitement par des op´erateurs mat´eriels spécialisés. Le parall´elisme du
calcul est obtenu par un pipe-line r´egulier, dont la profondeur arbitraire s’adapte directement
au volume de mat´eriel disponible.

Une implantation de la m´ethode, sur technologie PAM (m´emoire active programmable
[BRV 89], [BRV 92]), utilise un pipe-line de 128 op´erateurs 24 bits, avec une fr´equence
d’horloge de 20 MHz. Ceci permet de calculer 5 G1 opérations utiles par seconde, addition ou
décalage en virgule fixe. Les r´esultats obtenus en virgule fixe ´etant, pour ce type de probl`eme,
égauxà ceux obtenus en virgule flottante, cette r´ealisation d´epasse, en valeur absolue, les
puissances de calculs pr´ecédemment publi´ees ([McB 88] et [McB& al 91]), tous types de
matériels confondus. Un ordinateur s´equentiel classique devra, quant `a lui, exécuter 25 G
instructions par seconde pour reproduire le mˆeme calcul. Si enfin on compare, en francs par
opération par seconde, la r´esolution des mˆemeséquations sur super-ordinateur scalaire et
ordinateur massivement parall`ele, la technique propos´ee permet une ´economie de deux ordres
de grandeur sur le prix de ce calcul.

Abstract

We adapt the classical finite difference method to compute solutions of the Heat and Laplace
equations with help from special purpose hardware. Parallelism is achieved through a pipe-line,
whose depth can be adapted to available silicon area.

An implementation of the method on PAM (Programmable Active Memory) technology runs
at 20 MHz, with a pipe depth of 128 operators. This lets us compute 5G additions and shifts per
second, with a 24 bits fixed-point data format. Since it is easy to show that fixed-point gives the
same results as floating-point for these two problems, this exceeds computing performances
previously reported ([McB 88] and [McB& al 91]) for super-computers.

A serial computer will need to execute 25 G instructions per second, to reproduce the same
computation. The price of solving the Heat and Laplace equations, in $ per operation per
second, is two order of magnitude lower with the proposed PAM implementation, than with
super-computers.

11T = 1012, 1G = 109, 1M = 106, 1K = 103.
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Equations de Laplace et de la chaleur 1

1 Introduction

L’analyse num´erique, au sens g´enéral de [DL 88], est le domaine privil´egié d’applications
des super-ordinateurs. Pour de multiples raisons :

� La simulation num´erique du monde physique est l’une des cl´es des technologies
modernes; de la chimie mol´eculaire au nucl´eaire, de l’espace `a l’électronique.

� Dans beaucoup de ces domaines, la puissance de calcul aujourd’hui disponible est
dérisoire, en regard de l’ampleur des probl`emesà traiter; de la simulation d’une aile
à celle de l’avion tout entier; de la recherche d’une nappe de p´etroleà la cartographie
souterraine du globe.

� De par la nature mˆeme des ph´enomènes physiques sous-jacents,nombre de ces probl`emes
offrent des possibilit´es, sans limite conceptuelle, au parall´elisme des calculs; de la
simulation des galaxies `a celle des circuits int´egrés, de l’équation de Schr¨odinger à
celles de Maxwell et Laplace.

� Au vu de l’importance scientifique, financi`ere ou strat´egique de certaines applications,
les agents ´economiques, ´etats et industrie, consacrent des sommes consid´erables `a la
mise au point et `a l’exploitation des super-ordinateurs.

1.1 Super-ordinateurs ou circuits spécifiques?

Pour arriver aux performances des super-ordinateurs, du Gops en 1990 au Tops en l’an
2000, on suit, pour l’instant, deux voies principales :

1. les semi-conducteurs (ECL ou AsGa) ultra-rapides;

2. les structures massivement parall`eles.

Elles sont largement antagonistes. Les technologies rapides sont, aujourd’hui, intrins`equement
chaudespar leur consommation ´electrique. Les machines r´esultantes sont donc volumineuses,
et à faible parallélisme. Les structures massivement parall`eles utilisent des technologies
beaucoup plus lentes. Elles doivent de plus consacrer, en l’´etat courant de l’art, une partie
importante de leurs ressources `a la gestion mˆeme du parall´elisme. C’est pourquoi il leur faut
beaucoupde processeurs, pour simplement ´egaler les performances des machines s´equentielles
les plus rapides. Dans les deux cas, les super-ordinateurs r´esultants sont d’un usage complexe,
et coûtent très cher.

Il existe pourtant une troisi`eme voie, rendue possible par l’av`enement des circuits `a
haute densit´e d’intégration (VLSI). Ceux-ci permettent, en th´eorie, de r´ealiser des mat´eriels
spécifiques, dont la structure physique est directement calqu´ee sur la nature algorithmique de
chaque application :
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2 Jean Vuillemin

� Avantages : dans un volume et pour un prix comparable `a ceux d’un micro-ordinateur,
on dispose d’une puissance de calcul comparable `a celle d’un super-ordinateur, voire
nettement sup´erieure dans bien des cas.

� Inconvénients : une telle machine n’est capable d’ex´ecuter qu’une classe tr`es particulière
d’applications, voire une seule. Le coˆut et le temps de r´ealisation du prototype initial
sontélevés, sans commune mesure avec celui de la premi`ere mise au point d’un logiciel
pour super-ordinateur.

Ces inconv´enients, combin´es aux difficultés que rencontre l’analyste num´ericien devant
formuler ses probl`emes en termes utilisables par un ´electronicien, cantonnent, pour le moment,
notre troisième voie aux ´etudes acad´emiques, sans retour exp´erimental. Ceci, en d´epit de son
impactéconomique, potentiellement consid´erable.

1.2 Circuits programmables

La technologie PAM (m´emoires actives programmables) change les donn´ees du probl`eme.
Il s’agit de composants dont on peut changer dynamiquement, plusieurs centaines de fois
par seconde, la configuration : structure de connexion et tables de v´erité des fonctions
booléennes. On consultera les r´eférences [GK 89], [X 87] et [K 89] pour des implantations
et des applications de cette technologie. Nous d´ecrivons les r´ealisations et applications de
DecPeRLe0, une PAM de 50K portes logiques en [BRV 89], etDecPeRLe1, une PAM de
250K portes en [BRV 91]. Ces ´etudes montrent que :

1. Tout circuit digital synchrone est r´ealisable, sur une PAM de taille suffisante. Une
PAM de taille infinie est au calcul parall`ele ce qu’une machine de Turing est au calcul
séquentiel.

2. Si on compare, `a technologie ´egale, les performances de deux r´ealisations du mˆeme
algorithme parall`ele, par un circuit sp´ecifique et par PAM :

� La période d’horloge est comparable, car invariablement d´eterminée par des
considérations externes (vitesse des m´emoires ou du Bus);

� Le circuit spécifique est plus petit, d’environ deux ordres de grandeur, que la
réalisation PAM, soit une carte (� 100cm2) pour un composant (� 1 cm2);

� Le temps de mise au point d’une application PAM est comparable `a celui de
l’ écriture d’un logiciel très optimisé, quelques semaines, en regard des mois
nécessaires `a la réalisation d’un circuit sp´ecifique;

� Le coût matériel initial de la solution PAM est nul2, celui d’un circuit sp´ecifique
est de quelques centaines de milliers de francs. Le circuit sp´ecifique ne devient
rentable qu’à partir de plusieurs centaines de syst`emes réalisés.

2à condition, bien entendu, de disposer de cette technologie.
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Equations de Laplace et de la chaleur 3

1.3 Contribution

Munis de cette technologie PAM, nous tentons, depuis trois ans, d’en ´evaluer l’impact
scientifique, en particulier pour l’analyse num´erique. Sous l’impulsion de J.P. Quadrat, nous
avons choisi de r´esoudre l’équation de Laplace, en deux dimensions :

�2F

�x2 +
�2F

�y2 = 0:

C’est, pour J.L. Lions, leproblème fondamentalde l’analyse num´erique. Un premier essai
de 40K portes, pour 100 Mops, r´ealisé surDecPeRLe0 par F. Rocheteau, nous apporte les
enseignements suivants :

� Le schéma aux différences finies, en deux dimensions :

4Fn+1(x; y) = Fn(x + 1; y) + Fn(x� 1; y) + Fn(x; y + 1) +Fn(x; y � 1)

est à abandonner, en faveur du sch´ema, en une dimension, du Paragraphe 4.3. Ce
dernier divise la bande passante des m´emoires par deux. Sa topologie lin´eaire réduit
notablement la surface de l’op´erateur atomique, en augmentant d’autant la profondeur
du pipe-line. Son utilisation, par la m´ethode des directions altern´ees, permet de r´esoudre
à la fois l’équation de la chaleur et celle de Laplace, en dimension arbitraire, et non
seulement deux.

� L’utilisation d’une arithmétique entière, plutôt que flottante, est la cl´e des performances
de ce type de mat´eriel; la précision initialement choisie de 16 bits n’est cependant pas
suffisante, pour les tailles de grilles compatibles avec la vitesse du traitement; il faut
passer `a 24 bits de pr´ecision ou plus.

� Le prix à payer, pour simplifier l’op´erateur atomique, est un pas de temps tr`es petit,
fixé par l’équation (4). Ceci est bon pour l’´equation de la chaleur, mais trop lent pour
celle de Laplace. On acc´elère la convergence, dans ce cas, par l’emploi des techniques
multi-grilles du Paragraphe 6.3.

Nous justifions ici les d´ecisions d’implantation, et d´ecrivons les r´esultats obtenus. Les
Paragraphes 4.4.1 (plomberie num´erique), et 6.3 (multi-dimensions), sont les seuls o`u nous
nouséloignons de m´ethodes bien connues, en analyse num´erique; pour tous les autres usages
de techniques classiques (et largement ´elémentaires), nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
de base, principalement [DL 88].
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4 Jean Vuillemin

2 Equation de la chaleur

On se propose de r´esoudre num´eriquement l’équation de diffusion de la chaleur :

�T

�t
� ∆T = 0; (1)

valable dans un domaineΩ � Ck intérieur au cubeCk = [0; 1[k de l’espaceRk de dimension
k > 0 (typiquementk = 2; 3). Dans l’équation (1), le symbole∆ représente l’op´erateur de
Laplace (on dit aussi laplacien) :

∆T =
�2T

�x2
1

+ � � � +
�2T

�x2
k

:

Les températures initiales, au tempst = 0, sont donn´ees, en tout point
(x1; � � � ; xk) ∈ Ck du cube, par la condition de Cauchy :

T (0; x1; � � � ; xk) = T0(x1; � � � ; xk): (2)

On suppose aussi connues, et fixes∀ t � 0, les temp´eratures en tout point (x1; � � � ; xk) ∈ Γ du
complémentaire deΩ dansCk = Ω [ Γ, par la condition de Dirichlet :

T (t; x1; � � � ; xk) = T0(x1; � � � ; xk): (3)

On conviendra, sans perdre en g´enéralité pour la suite, queΓ est compos´e d’un ensemblefini
de sources ponctuelles de chaleur (repr´esentées math´ematiquement par des masses de Dirac,
au sens des distributions). On ´etend enfin les solutions de (1,2,3) `a tout point de l’espaceRk

parpériodicité, soit, pour 1� j � k :

T [xj + 1] = T [xj ]:

Dautray, Lions [DL 88] et Feynman [FLS 63] d´ecrivent quelques unes des multiples appli-
cations du calcul de (1,2,3) en thermodynamique, neutronique, cin´etique chimique, hydrody-
namique, . . .

Remarque :En l’absence de la condition (3), soitΓ = ∅ , Ω = Ck, les solutions de (1,2) sont
telles que :

�

�t

Z
Ck

T (t; x1; � � � ; xk)dx1 � � �dxk = 0;

pourt � 0, ce qui exprime la conservation de la quantit´e initiale de chaleur.

3 Résolution par différences finies

On se fixe un pas d’espace∆x = ∆x1 = � � � = ∆xk, identique dans chaque dimension, et un
pas de temps∆t tel que :

∆t =
k

4
∆x2: (4)
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Equations de Laplace et de la chaleur 5

On calcule les valeurs approch´eesGn(i1; � � � ; ik) des solutionsT (tn; xi1; � � � ; xik) de (1,2,3),
prises entn = n∆t, xi = i∆x, par un sch´ema (explicite) aux diff´erences finies, que l’on peut
écrire (méthode des directions altern´ees) :

Gn+1(i1; � � � ; ik) = H1 � � �HkGn(i1; � � � ; ik) (5)

La relation (4) permet de donner `a chacun des op´erateursHj , pour 1� j � k, la forme
particulièrement simple :

HjGn(i1; � � � ; ik) = si (x1; � � � ; xk) ∈ Γ alorsGn(i1; � � � ; ik)
sinon 1

4(G[ij + 1] + 2G +G[ij � 1]):
(6)

La formule (5) ne d´epend pas du choix du syt`eme d’axes, puisque les op´erateurs (6) commutent
tous, deux `a deux :

HjHl = HlHj :

Cette propriété, dont nous ferons bon usage, traduit le caract`ere isotropede la diffusion de la
chaleur, dans le monde physique.

Remarque :QuandΓ = ∅ , le schéma (5) conserve la quantit´e initiale de chaleur, pour tout
n � 0 : X

x1;���;xk

Gn(x1; � � � ; xk) =
X

x1;���;xk

G0(x1; � � � ; xk): (7)

4 Structure matérielle

Dans ce qui suit, nous d´ecrivons une structure mat´erielle permettant de tirer le meilleur parti
des technologies de circuits VLSI, dans le calcul des solutions de l’´equation de la chaleur. Afin
d’alléger les notations, on se place en dimensionk = 2; la généralisationàk > 2 est traitée au
Paragraphe 4.5. On se propose donc de r´esoudre num´eriquement le probl`eme :8>>><

>>>:

T (0; x; y) = T0(x; y) pour 0� x; y < 1;
�

�t
T (t; x; y) = 0 pourx; y ∈ Γ ; t > 0;

�T

�t
= �

2
T

�x2 + �
2
T

�y2 pourx; y ∉ Γ ; t > 0;
T (t; x; y) = T (t; x + 1; y) = T (t; x; y + 1) pourt � 0:

(8)

On utilise pour cela le sch´ema aux différences finies :8>>><
>>>:

Gn+1(i; j) = HxHyGn(i; j);
HxG(i; j) = 1

4(G(i + 1; j) + 2G +G(i� 1; j)); pouri; j ∉ Γ ;

HyG(i; j) = 1
4(G(i; j + 1) + 2G +G(i; j � 1)); pouri; j ∉ Γ ;

G(i; j) = HxG(i; j) = HyG(i; j); pouri; j ∈ Γ :

(9)

4.1 Températures discrètes

SoientI = inf T0 et S = sup T0 les valeurs extrˆemes des temp´eratures initiales dans le
carréC2. Par le principe du maximum, la solution de (8) satisfait

I � T (t; x; y) � S;
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6 Jean Vuillemin

pour toutt � 0 et 0� x; y < 1; ceci est ´evident si l’on se reporte `a l’interprétation physique
du problème. On repr´esente alors lestempératures discr`etesGn(i; j) par des entiers naturels,
avec la correspondance :

T (n∆t; i∆x; j∆y) = I +
S � I

2b � 1
Gn(i; j):

Le nombreb de bits dans l’´ecriture binaire de ces entiers est tel que :

2�b < sup jT0(i∆x + �; j∆y + �) � T0(i∆x; j∆y)j=T0(i∆x; j∆y):

De cette fa¸con, les erreurs dues `a l’arrondi numérique sont inf´erieures `a celles inh´erentes `a
la discrétisation des temp´eratures initiales. Avec ce choix, les d´ecalages li´es aux exposants,
dans une repr´esentation des temp´eratures par des nombres flottants, sont factoris´es une fois
pour toutes, `a la présentation initiale du probl`eme. Tous les calculs ult´erieurs sont faits sur la
mantisse enti`ere, ceci en vue de simplifier, sans perte de pr´ecision num´erique, la réalisation
matérielle de l’opérateurH, qui suit.

4.2 Représentation du problème

La grille de travail est de taillem �m, l’entier m = 2a étant une puissance de deux. Les
pas correspondants d’espace et de temps sont donn´es par :

∆x = ∆y = 2�a; ∆t = 2�(2a+1):

A l’instant tn = n∆t, l’ état du syst`eme est stock´e dans une m´emoire compos´ee dem �m

mots contig¨us, deb + 1 bits chacun. Auxb bits représentant la temp´erature discr`ete, nous en
ajoutons un, qui vaut 1 si le point correspondant (i; j) de la grille est une condition limite
(i∆x; j∆y) ∈ Γ , sinon 0. En convenant de le placer en tˆete des poids faibles de l’´ecriture
binaire, on réduit le test d’appartenance `aΓ, à un test de parit´e, et on trouve, `a l’adressei +mj

du tableauM , la quantité :

M (i +mj) =

(
1 + 2Gn(i; j) si (i; j) ∈ Γ ;

2Gn(i; j) si (i; j) ∉ Γ :

La mémoireM est dotée d’un contrˆoleur, générant des suites d’adresses, qui permettent de
parcourir son contenu, de deux mani`eres :

1. suivant l’axe desx, dans un balayage horizontal, correspondant `a l’ordre lexicographique
(i; j) <x (i0; j 0) si i < i0, oui = i0 et j < j0;

2. suivant l’axe desy, dans un balayage vertical, correspondant `a l’ordre lexicographique
dual (i; j) <y (i0; j 0) si j < j0, ouj = j0 et i < i0.

Le contrôleur mémoire est compos´e de deux compteurs binaires sur 2a bits, et d’un multi-
plexeur :

February 1992 Digital PRL



Equations de Laplace et de la chaleur 7

� Le compteur horizontalCxgénère les 2abits d’adresse dans l’ordreb0 � � �ba�1ba � � �b2a�1;

� Le compteur verticalCy inverse lesa bits de poids fort, avec ceux de poids faible, dans
l’ordre ba � � �b2a�1b0 � � �ba�1;

� Le multiplexeur connecte les adresses de la m´emoire, à l’un ou l’autre des deux
compteurs, suivant la nature de la passe.

Remarque : Avec un tel contrˆoleur, la structure topologique de l’espace de travail est
naturellement celle d’un tore `a deux dimensions. En rempla¸cant la condition de p´eriodicité :

T (t; x; y) = T (t; x + 1; y) = T (t; x; y + 1);

par une condition de Neuman sur les bords du carr´e :

�

�x
T (t; x; b) =

�

�y
T (t; b; y); pourb = 0 oub = 1;

on retrouve la topologie usuelle du plan euclidien. Les modifications correspondantes, dans le
contrôle des compteursCx etCy , sont les suivantes :

1. lors d’un balayage horizontal, la valeur deCx doit être tenue constante (en fixant son
incrémentà zéro), pendant un nombre de cycles ´egalà la profondeurp du pipe-line des
données (cf. Paragraphe 4.3),avant(Cx = �1 (modm)), etaprès(Cx = 0 (modm))
chaque retour de ligne;

2. lors d’un balayage vertical, la valeur deCy doit être tenue constante, pendantp cycles,
avant(Cy = �1 (modm)), etaprès(Cy = 0 (modm)) chaque retour de colonne.

4.3 Traitement à la chaı̂ne

Pour résoudre les ´equations (8), nous nous dotons de :

� Une mémoireMs, munie de son g´enérateur d’adresses, servant de source des donn´ees.
Elle représente l’état du syst`eme au tempstn.

� Une mémoireMd, servant de destination aux r´esultats du calcul. Elle est identique
à Ms, et contiendra, en fin de passe, l’´etat du syst`eme au tempstn+1. La transition
n 7! n + 1 inverse les rˆoles deMs etMd. On peut, sans obstacle th´eorique, repr´esenter
Ms etMd dans la mˆeme mémoire physique; ceci divise cependant la bande passante
du traitement, par un facteur deux, puisqu’il faut lire et ´ecrire une m´emoireà chaque pas
de calcul.

� Un opérateurH, dont on trouvera la description au Paragraphe 4.4; son objet est de
transformer les donn´ees provenant deMs en donnéesà destination deMd.
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8 Jean Vuillemin

� Un contrôle externe, qui ´etablit le sens du transfertMs 7! Md, et la nature de la passe :
horizontale ou verticale, avec ou sans multi-dimension (cf. Paragraphe 6.3).

Voici, sous ces hypoth`eses, le sch´ema d’une itération (9), compos´ee d’une passe horizontale
suivie d’une passe verticale `a travers tout l’espace :

M 7! H
x
7! M 7! H

y
7! M :

Il faut répétern fois cette op´eration, afin d’obtenir (HxHy)nG0 ) Gn: Par isotropie de la
diffusion, nous avons :

(HxHy)pGr = Hp

x
Hp

y
Gr = Gr+p:

Ainsi, le calcul dep passes :

M 7! H
x
7! M 7! H

y
7! M 7!

� � �

7! M 7! H
x
7! M 7! H

y
7! M

9>=
>; p;

donne le mˆeme résultat qu’une seule passe dep traitementsH à la chaˆıne :

M 7!

pz }| {
H

x
� � � H

x
7! M 7!

pz }| {
H

y
� � � H

y
7! M :

Ceci justifie d’utiliser le sch´ema :

Gn+p(i; j) = Hp

x
Hp

y
Gn(i; j); (10)

qui cumulep passes en une, avecexactementla même demande debande passante m´emoire
que le sch´ema (9), pour une seule passe. En choisissant la plus grande valeur dep réalisable
dans une technologie donn´ee, on adapte le calcul de chaque it´eration au volume de logique
disponible, en d´eroulant la boucle interne du calcul, autant que faire se peut. La structure
d’ensemble du syst`eme est donc :

Ms

Cs
7!

pz }| {
H 7! � � � 7! H 7!

Md

Cd
(11)

Remarque :Le pipe-line des donn´ees introduit un retard dep cycles entre les adresses des
sourcesMs, et celles des destinationsMd; on compense en retardant dep cycles la mise en
route des compteurs deMd, afin de maintenir invariantes les relations :Cd

x
= Cs

x
+p; Cd

y
= Cs

y
+p:

4.4 Opérateur atomique

L’ensemble du syst`eme (11) est synchronis´e par une horloge digitale� , de période∆� .
Comme une ´etape du sch´ema (10) correspond `a deux parcours complets des m´emoires (enx
et eny), on a la relation suivante entre le pas de calcul∆� et le pas de temps∆t :

m2∆� = p∆t:
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T0

T’

T

1

2

1

T

T

T

T’

3

4

4

HT0

HT’

HT

1

2

1

HT

HT

HT

HT’

3

4

4

Dans ces sch´emas, les carr´es sont des registres synchrones 1 bit (flip-flop), les petits losanges
des multiplexeurs, et les grands des additionneurs binaires complets. La temp´erature d’entr´ee
estT =

P
i�0(Ti + T 0

i
)2i, et celle de sortie:

HT =
X
i�0

(HTi +HT 0
i
)2i:

Figure 1: Sch´emas deH = H�H+, sur 4 bits.
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A A’ B B’

S S’

A A’ B B’

S S’ S S’

A
i i i ii-1 i-1 i-1 i-1 i+1

i i i+1 i+1i-1 i+2

Ici, les losanges repr´esentent des additionneurs binaires complets. Les temp´eratures d’entr´ee
sont Ta =

P
i�0(Ai + A0

i
)2i; Tb =

P
i�0(Bi + B0

i
)2i, et celle de sortieTs = Ta + Tb =P

i�0(Si +S0
i
)2i.

Figure 2: Addition sans retenues, sur 2 bits.

Dans une passe horizontale (resp. verticale), les entr´ees des op´erateursH arrivent dans l’ordre
<x (resp. <y); chaque op´erateurH calcule un pas de diffusionen une dimension, suivant
l’axe déterminé par l’ordre d’arrivée de ses entr´ees. On d´ecomposeH = H+H� = H�H+ en
produit d’un opérateurH+ de diffusionen avant, par un op´erateurH� de diffusionen arrière.

� H+ comprend un registre� et un circuit combinatoireA+ , connect´es comme suit :

G(v + 1) 7! � 7! G(v) 7!
G(v + 1) 7!

A+ 7! H+G(v):

� H� comprend un registre� et un circuit combinatoireA , connect´es comme suit :

G(v) 7! � 7! G(v � 1) 7!
G(v) 7!

A� 7! H�G(v):

Si E = (E1E2 � � �Ek � � �) représente la suite des valeurs d’entr´ees d’un registre

E 7! � 7! S;

la suite des sortiesS = (0E1E2 � � �Ek�1 � � �) correspondantes est la mˆeme,à un retard d’une
période∆� près. Les circuitsA� etA+ sont identiques, apr`es permutation des entr´ees :

8><
>:
A(v0; v1) = A+(v0; v1) = A�(v1; v0);
A(v0; v1) = 1

2(v0 + v1); si v0 ∉ Γ ;

A(v0; v1) = v0; si v0 ∈ Γ :
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4.4.1 Plomberie numérique

Afin de fixer la structure de l’op´erateurA, il convient de régler la question d’arrondi li´eeà
la division par deux ci-dessus. Le choix naturel :

A(v0; v1) = b
v0 + v1

2
c; si v0 ∉ Γ ;

amène despertes num´eriques de chaleuren violation de l’invariant (7). Cette question,
qui n’est pas abord´ee dans notre bibliographie, a pourtant une incidence significative sur les
résultats num´eriques, d`es que la taillem2 de la grille devient grande, en regard du nombreb

de bits repr´esentant les temp´eratures. La solution la plus simple `a ce problème est d’interdir le
partage du bit de poids faible des temp´eratures (de poids 2 puisque le bit de parit´e représente
l’appartenance `aΓ). Ceci est r´ealisé par la formule arithm´etique :(

A(v0; v1) = v0 si v0 �j�2 = 1;
A(v0; v1) = 2(v0 � 4 + v1� 4 + (v0 �j� 4)� 2); sinon.

(12)

Ici, n �j�d désigne le reste de la division enti`ere den pard, etn � d le quotient. La formule
(12) restaure l’invariant (7), de la quantit´e initiale de chaleur.

4.4.2 Additions sans retenues

Le pas de calcul∆� est déterminé par le composant le plus lent (chemin critique) de
l’ensemble du syst`eme synchrone (11). Notre objectif est de r´egler∆� sur la vitesse nominale
des mémoires. Nous montrons en [V 91] comment r´ealiser des compteurs binaires capables
d’opérerà la vitesse intrins`eque (toggle rate) de la technologie de r´ealisation, pour un nombre
de bitsarbitraire. Ceci résoud la question des contrˆoleurs d’adresse.

Pour régler celle des additionneursA, on utilise la technique classique (carry save adder)
des repr´esentationsbinaires redondantes. A l’int érieur du chemin des donn´ees, chaque
températureT est représentée par la sommeT = R + S de deux nombres binairesR et S.
L’addition de deux temp´eratures redondantesT + T 0 = R + R0 + S + S0 se calcule alors bit `a
bit, sans propagation de retenue, comme dans les sch´emas de la Figure 2, qui sont r´ealisés
exclusivement `a partir d’additionneurs binaires completsabc.

Le circuit combinatoire
a 7!
b 7!
c 7!

abc
7! r

7! s

calcule l’unique solution binairea; b; c; r; s ∈ f0; 1g de l’équation :

a + b + c = s + 2r:

Avec cette technique, le d´elai critique de l’opérateurH est double de celui deabc,
indépendamment du nombre de bitsb; on le rend facilement inf´erieurà celui des m´emoires.
L’inconvénient de la m´ethode est de doubler la surface n´ecessaire `a la réalisation deH,
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en comparaison d’une propagation combinatoire des retenues surb bits (voir la remarque
ci-dessous).

En fin du chemin des donn´ees, apr`es lesp opérateursH, on doit ajouter un unique
additionneur combinatoire (voir par exemple [GV 82] pour une structure de d´elai 2log2b),
qui convertit la repr´esentation redondanteR + S en un entier binaire uniqueT = R + S,
pour écriture dans la m´emoireMd. On rendra ce circuit plus rapide que les m´emoires, en
coupant son chemin critique par un nombre suffisant de registres binaires (au pluslog2b). La
surface totale de cet unique ´elément est n´egligeable devant celle desp opérateursH, pourp
suffisamment grand; le nombrer de registres, mis en s´erie dans cet additionneur, augmente
d’autant la longueur totale du pipe-line, qui devientp + r.

Remarque : En pratique, il est inutile de pousser la repr´esentation redondante jusqu’au
niveau du bit. D´ecoupons, en effet,b = cd end blocs dec bits; la propagation des retenues est
combinatoire, surc bits, à l’intérieur de chaque bloc;d bits redondants suffisent alors `a casser
les chaˆınes de retenues, en choisissant pourc la valeur maximale compatible avec le d´ebit des
mémoires. Cette remarque r´eduit la surface totale d’un tel op´erateur par un facteur proche de
deux, sans perte en vitesse pour l’ensemble du syst`eme. Les sch´emas de la Figure 1 montrent
une réalisation, surc = 4 bits; ils illustrent aussi la r´ealisation de la formule (12).

4.5 Autres dimensions

Pour appliquer notre syst`emeà la résolution de l’équation de la chaleur (1,2,3) enk > 2
dimensions, il suffit d’adapter les contrˆoleurs des m´emoires; le chemin des donn´ees (formé de
p opérateursH) reste inchang´e. Chaque contrˆoleur comprend alorsk compteurs sura = ka0

bits. Ainsi, enk = 3 dimensions, on arrange les 3a bits de chaque compteur dans l’ordre :

� b0 � � �ba0�1ba0 � � � b2a0�1b2a0 � � � b3a0�1 pourCx;

� ba0 � � � b2a0�1b2a0 � � �b3a0�1b0 � � �ba0�1 pourCy;

� b2a0 � � �b3a0�1b0 � � � ba0�1ba0 � � � b2a0�1 pourCz .

On obtiendra, bien entendu, exactement le mˆeme résultat en ´echangeant arbitrairement lesa0

bits de poids fort de l’un de ces compteurs, avec lesa0 bits du milieu. La g´enéralisationà
k > 3 est directe, bien que peu r´ealiste, vu les tailles pr´esentes des m´emoires; la m´ethode des
éléments finis prend ici le pas sur celle des diff´erences finies.
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5 Equation de Laplace

Le casstatiquede l’équation de la chaleur, dite ´equation de Laplace (aussi de d’Alembert),
est particulièrement int´eressant, par le nombre de lois de la physique qui se r´eduisent `a
l’ équation :

∆U = 0; (13)

sujetteà la condition de Dirichlet :

U (x1; � � � ; xk) = U0(x1; � � � ; xk); (14)

valable en tout point (x1; � � � ; xk) ∈ Γ d’un ensemble discretΓ. Nous résolvons (13,14)
en prenant lecas limite, pour t 7! ∞, de l’équation de la chaleur (1,2,3). Soit, en effet,
T (t; x1; � � � ; xk) une solution `a l’équation (1) de la chaleur, obtenue `a partir d’unétat initial (2)
arbitraire, compatible avec la condition de Dirichlet (3), que l’on prend identique `a (14). La
fonction

U (x1; � � � ; xk) = T (∞; x1; � � � ; xk)

est solution des ´equations (13,14); cette solution estunique, indépendamment de l’´etat initial,
pourvu queΓ ≠ ∅ soit non vide.

Dautray, Lions [DL 88] et Feynman [FLS 63] d´ecrivent quelques applications du calcul de
(13,14) enélectrostatique, ´electromagn´etisme, optique, ´elasticité, mécanique, hydrostatique,
etc

6 Vitesse de convergence

L’it ération (5)H1 � � �HkGt ) Gt+1 converge, pourt 7! ∞, vers une solutionF = G∞
indépendante de ´etat initialG0, pourvu qu’il soit compatible avec la condition de Dirichlet
(14), suppos´ee non vide. Le choix de l’´etat initial affecte cependant lavitesse de convergence,
i.e. le nombre minimalT = T (�) de pas d’itération (t 7! t + 1) nécessaire pour obtenir une
solutionGT de (13,14), approch´eeà � > 0 près :

j∆F j � jGT+1� GT j < �:

En général, le processus devient num´eriquement stable, `a � = ∆x près, apr`es un nombre de
pas d’itération (5) de l’ordre dem = ∆x�1. Le nombre total d’op´erations n´ecessaires `a la
résolution du probl`eme (13,14) de Laplace, en prenant la limite de l’´evolution des ´equations
(1,2,3) de la chaleur, est donc proportionnel `amk+1. Les techniques qui suivent permettent de
réduire ce temps de convergence, par un choix appropri´e de l’état initial.

On se limite ici, pour simplifier les notations, au probl`eme de Laplace en deux dimensions,
sur une grille de taillem2. La complexité du processus it´eratif estO(m3), dans ce cas.
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6.1 Multi-grilles

L’id ée générale est de choisir, pour ´etat initial sur une grille finem � m, une injection
de la solution au mˆeme problème de Laplace, calcul´ee récursivement sur une grille grossi`ere
m0 �m0, avecm0 < m. La description la plus simple de cet algorithme vient en prenant
m = 2m0 :

1. Lesm2 données initialesG0(i; j) sont projetées sur la grillem02 = m
2

4 , suivant la
formule :

G0
0(i

0; j0) =
G0(i; j) +G0(i + 1; j) +G0(i; j + 1) +G0(i + 1; j + 1)

4
;

aveci = 2i0 et j = 2j0. On décide de l’appartenance (i0; j0) ∈ Γ 0, aux points de Dirichlet
de la grille grossi`ere, par : (2i0; 2j0) ∈ Γ ou (2i0 + 1; 2j0) ∈ Γ ou (2i0; 2j0 + 1) ∈ Γ , ou
enfin (2i0 + 1; 2j0 + 1) ∈ Γ .

2. On résoud récursivement le probl`eme de Laplace, sur lesm02 points de la grille grossi`ere.
La récursion se termine par un calcul it´eratif, quand la taille de grille est suffisamment
petite :m < m0.

3. On injecte la solutionG0
∞(i0; j 0) ainsi obtenue pour la grillem02, sur la grille fine :

(
G1(i; j) = G0

∞(i� 2; j � 2) pouri; j ∉ Γ ;

G1(i; j) = G0(i; j) pouri; j ∈ Γ :

4. On termine le calcul it´erativement, en appliquant le sch´ema (9) jusqu’`a la convergence,
à partir de l’état initialG1(i; j) calculé à l’étape pr´ecédente.

Une analyse simple montre que le nombre total d’op´erations4
3m

2 = m2 + 1
4m

2 + 1
16m

2 + � � �
de cet algorithme, est proportionnel `a la taillem2 du problème initial.

6.2 Multi-échelles

L’algorithme multi-grilles s’adapte mal au mat´eriel présenté en Section 4 :

� Le temps de projection (´etape 1) et d’injection (´etape 3) est ´egal à celuim2∆� d’un
parcours complet de la m´emoire; ces op´erations n´ecessitent, de plus, un mat´eriel
spécifique.

� La résolution récursive (étape 2) n´ecessitelog2m compteurs d’adresse, nombre qui croˆıt
arbitrairement avec la taillem de la grille.

L’algorithme multi-échelles (parallel superconvergent multigrid de [FMcB 88]) ´elimine la
projection et l’injection du multi-grilles, en r´esolvant récursivement quatre probl`emes de

February 1992 Digital PRL



Equations de Laplace et de la chaleur 15

Laplace, au lieu d’un seul pour le multi-grilles, sur les grilles grossi`eres (0; 0); (0; 1); (1;0)
et (1; 1), obtenues en consid´erant (i; j) (mod 2). Cette m´ethode converge plus vite (voir
[McB&al 90]) que le multi-grilles. Chaque ´etape récursive traite un volume de donn´ees
égal à celuim2 du problème initial, pour un total proportionnel `am2log2m opérations. Cet
algorithme est donc plus lent que le pr´ecédent, sur des machines s´equentielles, ou `a faible
parallélisme. Il se montre pourtant plus rapide, sur des machines hautement parall`eles, qui
tirent parti des avantages que le multi-´echelles poss`ede sur le multi-grilles :

� nombre total de passes plus faible, dˆu à sa meilleure convergence;

� simplicité du contrˆole, en particulier lors des transitions entre passes;

� volume constant des calculs pour chaque passe, qui permet d’exploiter un parall´elisme
arbitraire.

Il ne reste plus, pour adapter l’algorithme multi-´echelles au mat´eriel décrit en Section 4, qu’`a
enéliminer la récursivité.

6.3 Multi-dimensions

Si on élimine la récursion, le multi-´echelles revient `a résoudre, d’abord, un probl`eme de
Laplace sur le parall´elépipèdem

2 �
m

2 �4, en trois dimensions; le r´esultat de ce calcul est alors
injecté comme valeur initiale d’une r´esolution itérative sur le carr´em2. C’est la structure de
l’algorithme multi-dimensions qui suit, apr`es optimisation du choix des dimensions, dans la
premièreétape. Pour le d´ecrire, remarquons qu’il existe unebijection naturelleentre le carr´e
m2 et le cube en quatre dimensions

p
m

4. En posantm = 22a, doncr =
p
m = 2a, le point

générique (i; j) ∈ C2 du carrém2 est mis en correspondance avec celui (u; v; w; x) ∈ C4 du
cuber4 par la formule :

i = u + rv; j = w + rx;

et réciproquement par :

u = i �j� r; v = i� r; w = j �j� r; x = j � r:

Le problème de Laplace, en dimension deux, se r´esoud alors en deux passes :

1. On calcule it´erativement l’évolution de l’équation de la chaleur enquatredimensions,
pour un nombre d’´etapes de l’ordre de

p
m; le cuber4 de départ est en correspondance

naturelle avec la grille initialem2, pourm = 22a, r =
p
m = 2a.

2. On calcule it´erativement l’évolution de l’équation de la chaleur endeuxdimensions, `a
partir de l’état calculé à l’étape pr´ecédente, par la correspondance naturelle.

Nous conjecturons que le nombre de passes n´ecessaires `a l’étape 2 du multi-dimensions est
de l’ordre de

p
m, ce qui donnerait `a cet algorithme une complexit´e enO(m2pm). Cette
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PipeLine 64

PipeLine 64

AiguillageVideo
TurboChannel

DS5000

RAM
1 Go Adresses RAM

8 Mo

Figure 3: Structure du syst`eme.

hypothèse est en accord avec les essais exp´erimentaux, ainsi que les analyses que nous avons
pu mener, dans quelques cas particuliers.

Remarque :On peut, bien entendu, it´erer plusieurs fois la technique multi-dimensions; `a
la limite, on retrouve le multi-´echelles. Ceci n’est cependant pas n´ecessaire, vu les tailles de
grilles réalisables, avec les m´emoires actuelles.

7 Réalisations concrètes

Nous présentons ici quelques caract´eristiques des mat´eriels que nous avons r´ealisés, au
moyen de la technologie PAM. Si l’utilisation decomposants configurabless’est révélée
indispensable dans la mise au point des compromis logiciel/mat´eriel auxquels nous sommes
arrivés, les r´esultats de cette ´etude sont directement applicables aux technologies, plus
classiques, de circuits pr´ediffusés (ASIC gate array) et `a façon (full custom VLSI). L’utilisation
de circuits sp´ecifiques permettra de r´eduire,à performance constante, le volume et le prix
unitaire du mat´eriel nécessaire.

L’ensemble du syst`eme (hors m´emoires) correspond `a un prédiffusé de 180K portes, ou un
circuit à façon de 800K transistors, dot´e de 256 pattes de communication.

Les températures sont repr´esentées sur 25 bits, soit 24 bits utiles, et un bit de parit´e
pour décider de l’appartenance `a Γ. Ce choix permet des largeursm de grilles jusqu’à
m = 224 � 8M , suffisant en pratique.

7.1 Structure d’ensemble

Le système de la Figure 3, se compose de :

� Un ordinateur hˆote (DS5000, station 25 MIPS) qui contrˆole l’ensemble (nature et sens
des passes). Il permet aussi la visualisationen temps r´eel (de 5à 20 images 512�512�8
par seconde) de l’´etat interne du syst`eme. En mode 3D, les RAM de l’hˆote servent de
mémoire de donn´ees, ce qui permet de traiter des cubes de 2563 échantillons.

February 1992 Digital PRL



Equations de Laplace et de la chaleur 17

� L’hôte est relié à la PAM par un lien TurboChannel, `a haut débit (100M octets par
seconde).

� La partie PAM, réalisée surDecPeRLe1, comprend :

– 4M octets de RAM, utilis´es en mode 2D pour stocker quatre images de 5122

échantillons.

– Un générateur d’adresses, qui comprend les 8 compteurs n´ecessaires au multi-
échelle, en 2D.

– Un chemin des donn´ees, compos´e de deux pipe-lines de 64 op´erateursH chacun.
Chaque ´elémentH opère sur des entiers 25 bits, organis´es en 6 blocs de 4 bits, avec
un bit de redondance par bloc; le bit de parit´e (appartenance `a Γ) est dupliqué, par
raison de sym´etrie, pour un total de 32 bits par op´erateur. Cet ensemble correspond
à 150K portes logiques, soit plus de 80% du total.

– Un aiguilleur sert `a selectionner la source des donn´ees (hˆote en 3D et PAM en
2D), et à connecter les deux moiti´es du pipe-line, en parall`ele, ou en s´erie. Il
comprend en outre les deux additionneurs, qui assurent la conversion en format
non redondant, `a la fin des pipe-lines.

7.2 Performances

Tout le système opèreà la fréquence, 20MHz, des m´emoires, pour calculer 128 op´erations
H, à chaque pas :∆� = 50ns.

En optimisant le code machine, pour le jeu d’instructions MIPS, nous arrivons `a un total
de 10 instructions par op´erationH, compte tenu des conditions de Dirichlet, de la formule
(12), et de la gestion des adresses. Un ordinateur s´equentiel classique devra donc ex´ecuter 25
G instructions par seconde, pour reproduire le calcul de notre mat´eriel. Notre co-processeur
PAM, double le volume de son hˆote (DecPeRLe1 se loge dans la mˆeme boˆıte que le DS5000),
et multiplie ses performances par mille, pour ce probl`eme particulier.

En ne comptant, maintenant, que l’arithm´etique dans (12), on arrive `a 5 G opérations
effectives par seconde, addition ou d´ecalage en virgule fixe; avec, en prime, conservation de
la quantité initiale de chaleur (7), et prise en compte des conditions de Dirichlet. Ceci d´epasse
les puissances de calculs mesur´ees par [McB 88] et [McB&al 90], qui donnent la Connection
Machine CM-2à 3.8Gflop, et le CRAY Y-MP `a 0.7Gflop.

D’après [BKH 88], la mesure, en $ par Mflop, de ces super-ordinateurs est de 3K$/Mflop
pour la Connection Machine CM-2, et 10K$/Mflop pour le CRAY Y-MP. En estimant, sur la
base (discutable) des 20 prototypes construits, le prix dePeRLe1 à 100K$, nous trouvons
25$/Mop, soit un gain de deux ordres de grandeur sur le prix de la r´esolution des ´equations de
Laplace et de la chaleur.
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8 Conclusion

Nous n’avons, bien entendu, abord´e qu’un aspect partiel, et tr`es simple, de l’analyse
numérique contemporaine. Il reste `a comprendre, et c’est loin d’ˆetre immédiat, comment
appliquer cette technologie `a des m´ethodes plus g´enérales (diffusion avec second membre,
milieu anisotrope, ´eléments finis), et aux autres ´equations de la physique (ondes, transport,
Navier-Stokes, Schr¨odinger).

Les résultats obtenus sont cependant positifs : ils tracent un chemin direct menant `a des
solveurs num´eriques sp´ecialisés, dont l’unité de puissance est le Top/sec, mille fois plus rapide
que les super-ordinateurs actuels. C’est techniquement faisable, en quelques ann´ees, et sur un
petit budget.

Les analystes num´ericiens sauront-ils exploiter des machines dont les possibilit´es algorith-
miques sont aussi contraintes que celles que nous proposons ?
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