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 	� ������ �� �������	� ��� ��� ���������� �� ��� �� ��������	� 	� ��� �	������	� !������
�!�" �� #���
��� !������� �	� 	����	� �$�� #	��%� �������� �� �����	�����	� �����		�% �����
�� �	 ��������� ���� �	����	� �������� 	� � ����� ��� � �� �& 	��� �� ��� '��  �	(��� �)*�� �	�
�&�� �� +� ��� ������ 	�  �	����	�� 	� � ��� ���������� �� 	%��� 	�� 	� �	�� �������� ����	�
�
�� ������	������	� ������ �� �� ���������� ������ �����������

#�� ���	������  �	 ������ 	� �������� ����	�
� �	�������� � �	� ���� ����	� �	 �	������ ����
�	� ��������� ���� �	����	��� ,� ���� ������� �� ��������� ��� ���	������  ���	������ 	� �
�������� ����	�
 ���� ��� ��� �	 ������% ����� 	� ��������� -�  ������ �  �		� ���� � � �
�������� ���� ����	�% ��	��� �	����� ��� ���������	�� ��� �� �������� �� � �������� ����	�

���� �  �	������� �	��� ������ �.��/ ������% �	���� ���� ����  �	������%� 0�� ����� �� �	���
	�  ����	��%  ������� �	���� ����� 	� ��� ������ 	�  �	������� �	��� � ������ ���� ��� ������
	� �������� �� �������	� ��� ������� � �	��� ����� ��� ���� ������ � 	� � ��� 	� ��������� 1� ���
��	�� ���� ��� ������ 	� ������% �	���� ��2����� �	 ������ � ��� 	� ��������� ����� ��� �	�����
��� ���������	�� ��� 
�	�� �� �������� �� �.� ��/� 3�������� ��� �������	� ��� ���� ������� �
�	��� �.� 4 �� � ��/ �	� ��� ������ 	� ������% �	���� ���� ��� �	����� ��� ���������	�� 	�
�������� ��� ��
�	��� �������� ���� ���  �	������% 	� �	�������� � ������ �		�� ��� ���	���
����������	�� �	������

�� ����� �������� ��	�� ���� ����� �	���� ��� �	����������� #	  �	�� 	�� ������� �	����
�� ����	 � �	�� �	� ��� �	���	� ������	� 	� ��������� 5���� ���� �	�� ����% �  �	&������
��� ����� 	��������� 	� �	���	��� ��  ������ �� ����� �������� ���� �� ��6���� �����% ��������%

)



��	��� �	 (�����% 	�� ���� �	���� -� ���� ����	 �� � �������� �� ��������	� 	� ��� ��������
����	�
 ��� � ������	�� ������	� ����  ������ �� �	 ���� 	�� �������	�� � �	 ���� �������
	�  �	������� �	���� 0�� �������	�� ��	� ���� �.��/ �� �	� 	�% �� �  �� �	��� �	� ����	�%
��	��� ������� �	����� ��� ���������	��� ��� �	� ���% ������ �	���������	�  ������� �� ���

0�� �	� �� �	 ������ � ������� �	�� 	� ��� �	���	� ������	� 	� � ��� ���� ���� �  �	&������
�����% ���� ��Æ����� �������% ���  ������ � �	����� %�� ��� � ���	������ ���%��� �� ��� ����
����� 7����	�� �	�
� ���� �� ��� )� 8� "� 9� :� );�� �������� ���� �� �&��� ���%��� ��2����� �����<����
���	������ ���	�%� -��� �	�� 	� ���� �	�
 ���
�� �	�� ������ �	�����  �	����� �� ��� �	� �����
	� ��% �  �	����� ���� � �	� ������ �	 	����

� ���� ����
��

0��  �		� �� ����� 	� ��� ��������� ���%��� 	� �  �������� �������� ����	�
 ������������� �����
������ �� ��� �������  �	������% 7����� 	� � �	���	� 	� ��	 �������� ���� ����	�% ��	��� �	�����
��� ���������	��� #���  �	������% ���	���� ��� ��������� 	� ��� ��� �����

-� ���� �	�� ��� �	���	� ������	� 	� � � * �������� �% ����� 	� �� �  �	&������� ����
�������� ����� #�� ��� � ������������ ���� �������  �	��������� �� ���������� =�����������
�� 5����	� " �� ��	� �� �����% ���� ��������� �� ��������� ��� �	 ��� ����	� ������	� 	�
������� ���������	�� �>���� ��� ����� �% � ��� �	������ ����	� 	�%� -� �������� ��� ������
	� �	���	� ���� �	 ��6��� ���  �	������% 7������ !������� �	���� 	�� �	 ��� �	���� ���	 �	���	�
����� + ������� ��% �� ��(����� 	� �������� �� ������ 	� ��� 	���	�� 	� ��� �	���	� �	���
'�(����� �������� ���� �� �������� ������ �	 � �	�� 	� �����2���� ������% �	���� ���� �	���� 	��
�	 � ��2����� 	� �	���	� �	�����

-�  �	�� ��� ����� �� ��	  ������ �� ������ 	� ������� ��� ������ 	� �������� � �� �����
���� ��� ������ 	� �	���	� ���� � 	� �	�� -� ������ ���� � �������� ��(����� �� 	�� ������%
�	��� ��� ������� ������ ��� �����2���� ������% �	���� ,�  ���� , ��  �	�� ���� ��� 	
��� 	�
�������� ��������  �� ������% �	��� �	� � � � �� ����� ���� � �	������ ��	��� ���� �� ����
�	������  �	������%� ,�  ���� ,, ��  �	�� ���� ��� �������	 	� �������� ��������  �� ������% �	���
�	� � � � �� ����� ���� � �	������ ��	��� ���� �� ���� �	������  �	������%� ,� �	��  ������
��� �& ����� ������ 	� ������% �	���� �� �.��/� ����%� �� ��� � �����	> �	��� �	 ��������
��� ����� �	������% ����� �	� ����  ���� ���� � �������� ��� �������� ������ �.�� 4 �)�	/
������% �	���� ����  �	������% )� 	 �	� ��% ��� 	 � ;�

� �������� ��	�
��	����

0��  �		� �� ���������� �	 ��� ������������ 	� ��� �������� ����	�
 ��	�� �� ������ ) ���� ��� �	����
������ ��������� ��	��� -������ 	��  �		� ����	�		�% �� �  ����� �	 ����� ����� 	� ����
������% ��>����� ����	�
 ������������� ������� �� 	 �� 2�����	��

-� ����	���� ��� �		���� ������ ������	��� #�� ����	�
 ��� �� �������������	
� � �����
�������� ������� �  ��� ��	� ��� �	���� �	 ��� ���������	� 	� ����� ��% ���	��� ��� ����	�
�
,� �	������ �	  ��
�� �	������ ���� ������ ��  ��������% ������ �	�  � ������ ������� 	� ����
���	��� �� ����% 	�  �	����	�� ���� �����������  �� ����	�
�� +  �����	�� ���� �� ������ �����
 �	������� �	�� �� �  �����% ����<����% 	� ���� ������ ��	���� ,� � ���������������� ����	�
� ��

���� �������� 	��
��� 	��� �	����������	 �� �������� ��� ������	� ���� � ������������ ����	
�� �� 	�	�� 	��
����

������ �� ��� ��		�����	� ���
��	 ��� ��
	������ ������ ��� �������� 	��
��� �� ���������� ���� �� �������	� �	�

���������� 
��� ������� �	� ���� ����������	������ 
���� ����� ��� �� ���� ������ �� ������
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�& ���� ��
�	�������� ����� �� ���� �	 ������ ��� ���	����� 	� ��� ��������  ���� �	���2����%�
�	 ��>����� �� ������ �� ��� �	���� �	��� 	���� ���� � ���� �	������ ������ 	�  � ���� ����������
��������	��� ����  �	������� �	�� ��% ���� �� �	�� 	�� ������� ����������	� ��� 	���  	������%
��������	�� ������� ���� ��	� ��  �	������ ���� 	� ��� ��
� �� ������ ) �� � ���������	�� ��
�
	� ����� �& ��
� �	�������� 	� ��	 ���� 	� ������ ���� ��� 	����� �	� ������������ ������ �� 	��
�������	�� ���� �	���� 	� ��� ����	�
 ��� �	��  	��� �� �� �� ��� �� ��� ����  	�� ��� �� ���	����
��� �� 	���	��� ��� 	� ������ �� ��	�� �� ������ *� -� ��  	��� � ��� � ��� ������
�� ������
���  	��� � ��� � ��� �����
�� ����� �� 	���	�� ��	� ������ )�
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������ *? '	���� ������ 	� � ����� �& ��� �����

���� �	���� �� �������� �	 �������� ��� ��(��� �������� ���	����� �	 ��� �		���� ������	��
�����
�� �
����
� ������ 	� 	�� 	� ��� �	��������  	��� � 	� �� ��� ��� ����������� ���	���
	�� 	� ��� � ������  	��� � 	� � �� ����	�� #��� � ������  	�� ������	� �� ��� 	�% �	���� 	�
����	����� �� ��� �	�����  �	����� ,� 	�� � ������  	�� �� �� ��� ���� � ���	�� � ������ ����
���� �������� ��� �������  	�� �� �������� �	 ��� ���	�� ������� ��������������%� ������
��
�
����
� ��� ����������� ���	��� 	�� 	� ��� �	��������  	��� � 	� �� 5���� ��� �	��������
 	��� ���� 	�% 	�� ��� 	� 	���	��� ������ �� ��� �� ��� ������%� �	������	� ��% 	���� �� �	��
���� 	�� ������� ��� �� ����������� ���	��� 	�� 	� ������ �	��������  	���� �	� �&�� �� ��
��	 �	�������� �������� ������ 	�  	��� � ��� �� ��� �	�� ��� �� ����������� ���	���  	�� ��
	�% 	�� 	� ���� ��% ��� ���� ��� #�� 	���� ������� �� �� ��(������ ���� �� � �	���	� ����� ��
�� ���� �	 ��� ������ �	� �	��<����	�� #�� ������ �� ��� 	����� �	� ���������� � ����%�

#�� �	���	� ������	� 	� 	�� �	���� ������ 	��%� ��� ��� � �
����
 �
�
���� ���
 ? �
��� 	�� 	� ��� �	�������� �������� ���� ��� ���� 	���	���  	�� ��� ��(������ !������� ���
�	��� 	�% ���� �������� �	��������� #���� �&��� ��	 �������������� �	���	� �������	�� .)/ #�	
�	�������� �������� ������ �� ��� � ������  	��� �	 �� ����������� ���	��� ��� ���� �	��������
 	��� .*/ 0�� �	�������� ������� ������� �� 	�� 	� ��� �	��������  	���� ��	���� �	��������
������� �� 	�� 	� ��� � ������  	���� ��� �	�� ��� �� ����������� ���	��� ��� ���� �	��������

�



 	��� ,� �	�� �������	�� 	�� ������� �� ��(������ ��� ��� 	����  ����� ���������%� ,� �	�� �������	�
��  �� ��������	��%� ���� �� ����� �	�������� �������� ������ 	� 	�� �	��������  	�� ��� �	��
� ������  	���� ���� ��	 �������� ��� ��(������ ��� 	��  ����� ���	��� ��� �	�����

=	���	���% �� ���� �������� ����	� �	��� ���� �������� � ������� ������� ��� ����	�

������������ �	���� ��� ��	��� 	� ����� �� ���� ��� 	� �	���� �	��� ��	� ��� ����� �	�����
��� �		�� #�����	��� �� �	 �	� ���� �	 �� �	������� ��	�� �	������	� 	� ��� � ������  ���� 	�
��������� ���� �� ����  �	������� �	�� ��(���� � ������� ���	 ��� �����

-� ����	���� ��� �		���� ������ ������ �	� ��� ����	�
 �	������ -� ���	�� � �	���� �� ��� 

�� ��� ���� � �
�
��� ����
� 	� �������
� � +� ����	���� �� � ��� �	�� 	� ��� ����� �	�������� ��	
 �	������� �	���� + ����
� ��
 �� ��� 
 �� ��� ��� ���� �	������ 	� *� ��������� ����	������ ,�
������ )� � �	���� �	�� �� ��	�� �� � �������� �� �� �	� ����� �	�� ���� 	�� �	����� ��������	���
�� ���� ���	����� 	�� �	���� �	�� �� ���� ��� �� ��� ���� ���� ��� �	���� 	����� ���� ��� ���
��� ��� ���

� ����	����� ������
�

-� ���%@� ��� �	���	� ������	� 	� � �������� ����	�
 �	 �	� ��� ���  �	������% 	� � �	���	�
������� ��	 ���������

���� � ���������� 	
�����
 ��
��������� ��� ������ ���� ��	����� ����	� �����	��

��
��� �	� �	��	�	��� �	� ��	����� ����	 ����	����	� ������ �	 ����� ���� �����������
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�	 �� ��� �� ���� � �������	� 	��� ������� �	 �����	 �� ������� 7����� ��	 � ��
	� ��
������� ��� � � ;�

��

��
� 7����� �

��

*�
�

������ -� �� 	% �� ���	������ �������� 	� ����� �	���	� ������ �	������ ��� ������ ��� �
� ��� 	�  	����� �	���	��� -� <& ��� ������ 	� ������� �� �� �	�� ; 	� ��� ��� ���� ����	��
	�� 	� ��������%� #��� ����� �� � ��	��� 	� � � ) ���������	�� �	� ��� � � )  	����� �	����� 	�
������� ��� ��� � � )  	����� ���������	�� �	� ��� 1����� 	�� ��� � � ��� �	� ����� .� � )/�

�������� ��������% �������
-� ����@� ��� �%�����% 	� ��� ��� ���� �	 ���	��� �	� ������ �������� �� � ����� ,�  ���������

�� �	������ ��������� ���� *� �	��� ��� ���	�� �� 7���� �� �� ���  �	������% ���� �� ���� �	����
�	�� ; ��� ��� ���������	� �	�� �� ��� ��������� �	���� ���� �� ���� ��� �	���� �	�� �� ��� ��
������� ��� ��� ���������	� �	�� �� ��� ���������� #�� �������� ��� ���2��% � ���<�� ���� ����
� �	��� �� � �������� ���� ��� ���� �����	� *. 4 )/� �	����� �� ������ 	� ��
�� ��	� ���
��� ������ ��������� �	���

#�� ���������	� �������� 	� �� ��� ��� ����������� 5���� ��� �	���� 	� �� �� <&�� �� �	�� ;�
�� ��� ����% �������% ��� ���������� ���� ��� ��� �	 �	�� ;� �	� � A ;� ��� 	�% �	�� ���� �����	�
*.; 4 )/ A * �� �	�� )C ��� ������ )� #���� ��� .� A ;/�������� �� �)�� �	� � A )� ��� �	���
���� �����	� *.) 4 )/ A 8 ��� * ��� �� #�����	��� ��� .� A )/�������� �� �*� ��� +��	�	��%� ���
.� A */�������� �� �8� "� 9� :�� ��� .� A �/�������� �� ��� � � � � )"�� ���� -� 	������ ����� �� �������
��� .� A /�������� �� ��� ��� 	� �	��� �*� � � � � � *��� � )��
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#�� ���������� �	����� ���  	����� �	���� �	��� 	� �� ���� ��� ��� �	 �	���� �	�� ; 	� ���
#�����	��� ��� ���������� ��� �������� �	 ��� ����������� #�� ���������� �	����� ���  	����� ������
����	� �	��� 	� �� ���� ��� ��� �	 ��� �	���� �	��� #�� ���������� �� ��� 	� ���  �������� ��	���
	� ��� �	���� �	�� 	� ��� �	� �&�� �� �	������ �	�� ); �� ��� �	���� 	� ��� #�� .� A ;/��������
�� �))�� ��� .� A )/�������� ��� $�� ��� .� A */�������� �)*� )�� )8� )"�� ��� .� A �/�������� ��
�;� � � � � :�� ��� �	 	�� -��� ��� ��� �	 �	���� �	�� ; 	� ������� ��� �	�� ); �� �� ������ 	� ���
.� A �/�������� ��� � � � � )"��

-� ��� �	� ��� 7����� �% ������� � ��� ���������  �	��������� 7���� �� ���  �������� ����
7���� �� �� ���	���� �	� ��� ����� ����������� 	� � �	���	� �	� ��� �	���� �	��� 	��� �� ��� ����������
��� ���������	� �	��� 	� �� �� ��� ���������� ��� ��� ���������	� �	��� 	� �� �� ��� ���������� 5����
�	� � ��� ���� ���� �  �	������� �	��� ��� ������ ������� �	������ ��*  �	������� �	���� �� 	�����
�	� 7�����?

7����� A
)

.�� )/�

������
���

*�
������
���

*�
�� ����
���

*� 7���� �� ��� .)/

+ ��������� ���%��� ����� 	� �  �������� ��	��� 	� � �	�� �� �	 ��������� 7���� �� �� �	�
� � ��� �� #��� ���%��� ������ �� ��� �		���� �����& 	�  �	��������� �	� �  �������� �� �	�
; � � � ��� )� ��� �	� ; � � � � �� )?

7���� �� �� A

; � � � � A � � � � � �
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-� ��� ������ �2����	� * �% ����� 	� � ������%����� ���%��� �� ������ 	� ��� �����	���� 
������� �� �� ��� �� �	� ��� ��
� 	� �����%� �� ������� ���� ���� �� ������ +��	��� ���� ������ ��
� �����% ���%���� �� �� �	����� ��� � ���������	����� ���	������ 	� ��������% ������?

� � � � � � �? ������ �	������ ��� �&�� � � A *� � A �� ��� � A )� #�� ���������	� ������� 	� ��

�� ��� .� A */�������� �8� "� 9� :�� #�� �	���� �	�� 	� �� �� �� ��� .� A �/�������� ��� � � � )"��
#�� ���������	� ������� 	� �� �� ��� .� A )/�������� ���� ��� ��� �	 ��� �	���� �	�� 	� ���
,� ��� �� 	�� 	� ��� �	�� �������� ��� $�� �);� ))�� �)*� )��� 	� �)8� )"� 	�%� �	� ��% ��	��� 	�
��� �	���� 	� ��� ���� ������� �� �	������� �� ��� ���������� #��� �������� �� ��� �� �����
���	��� ���(	��� ��������� ��� ����	� �	���� ,� ������� ��� ���������	� ������� 	� �� �� ���
��������� �*�� � � � � *��� � )�� #�� �	���� �	�� 	� �� �� �� ��� ��������� �*�� � � � � *��� � )��
����� �� ���(	��� ��	� ��� ��������� �	� � � �� ����%� �	� � � �� ��� ��������� �� �  �	 ��
������ 	� ��� ���������� ��� ������	�� ���(	��� ��	� ��� ��������� �� ��� +� � �	���2������
7���� �� �� A ; �	� � � � � � � ��

� A � A �? �	������ ��� ���� � A � A � A *� #�� ��������� ��� ��� ��������� ��� �8� "� 9� :��
#�� ��������� �� �;� )� *� ��� ���� ������ 	� ���  �������� �	���� 	� �� ������ ��� ����������

"



!������ �� ������ ��	� �	�� ; �	 	�� 	� ��� �	��� �� ��� ���������� ��� �� ��	� 	�� 	�
��� �	��� �� ��� ��������� �	 	�� 	� ��� �	��� �� ��� ���������� D	�� �������� �������� ��
	  	���� �������	�� ���	��� 	�� 	� ��� ����	����� �� ������ )�  	������% ��� ���� �	�����
5���� � ��
� ��� ���������	��� ��� ���� ��  	��� ���� ������������	� �������  ������ ����	��
�	���	��� ���� �� ��� �������� �������� ���	��� ��� ���� �	����� -� ��� ����% �������@�
���� ���� ��� ��� ���� 7���� �� �� A ; �	� � � A � A ��

� � � � � 	� � � � � �? �	������ ��� �&�� � � A �� � A *� ��� � A )� #�� ��������� �� ��� � � � � )"�
��� ��� ��������� �� �8� "� 9� :�� �	� ��% ��	��� 	� ��� �	���� 	� �� �� ��� ���������� ���
���������	� �� �� ��� .� A )/��������� ����� ���� �� ������ �8� "� 	� �9� :�� ��� �� �  �	 ��
������ 	� ��� ���������� #���� ������� �� �� �	�<��� �	 ��� ���������� ������� �� ������
���	��� ��� ���� �	 ��� ��������� ����	�� ���������� ��% 	� ��� �	����� �	�������� ��� �	���
	� ��� ���������� #�� ���� ���� �������� �� ��� �� ����� �������� ��� ���� �	���� �� ����%
�������@�� �	� � � � � �� #�� ���� � � � � � �� �%�������� #�����	��� 7���� �� �� A ; �	�
� � � � � ��� � � � � ��

� � � � � 	� � � � � �? �	������ � A �� � A *� ��� � A )� #�� ��������� �� ��� � � � � )"� ���
��� ��������� �� �*� ��� #���� �&���� �&���% 	�� ��������� �	� � ��	���� 	� ��� �	���� 	� ��

�� ��� ���������� ����� �� ��� ��������� �8� "� 9� :�� #�� 
�% 	��������	� ���� �� ���� �	��
�������� �� ����� ����� � �������  �����% ��  ����� ���� ���% ����� � �	���� ����� ��

������ ������� � ������ �	����� ��� ��������� ������� �� ����� �	�������� �	����� ��� ��
�������� ,� ��� �&�� �� ���� ��  ��� �� 	�� 	� ��� ����	����� �� ������ )� 5���� �	���	��
����	� ��  �� 	� ��� � ������  ���� 	� ��	 ��������� �� ��� �� �	 �	� �	���� #�� ����
����� � � � � � �� ������� �&�� � ���� �� ������ ������� � ������ ���� ��� -� <�� ����
7���� �� �� A ; �	� � � � � � � ��� � � � � � ��

� � � A � 	� � � � A �? #���� ����� �	���� 	�� �	 ��� �	��@��	 ������� �� �	� � A � ���
�	��� � A � 	� ��� �����& �� �2����	� *� ��� ������%� -� ������� ��� ���� � � � A ��
���� � � � A � �	�� �% �%�����%� #�� ���������	� �	�� 	� �� ���� �	���� �	�� ; �� �� ���
��������� �*�� � � � � *��� � )�� 5���� � A �� ��� ��������� �2��� ��� ���������� ��� ��� �	����
�	�� 	� �� �� � �	�� 	� ��� ���������� -���	�� 	�� 	� ��������%� �� �	������ �	�� *� A *� �	
�� ��� �	���� �	�� 	� ��� #�� ���������	� 	� �� �� �� ��� ���������� ����� �� �  �	 �� ������
	� ��� ���������� ������� � � �� �	� �&�� �� �	� � A � A * ��� � A ) �	�� ��� ��������� ���
��������� ��� �8� "� 9� :�� ,� ��  ��
 ��� �	���� 	� �� �	 �� �	�� *� A 8� ��� .� A )/��������
�	�������� ���  	������ ���������	�� 	� �� �� �9� :�� ,� ������� �� <�� ���� ��� ���������	�
	� �� ���� �� �� ��� ��������� �*� 4 *� � � � � � *� 4 *��� � )� �� ��� �	���� 	� �� �� �	�� *

��

��� �� ����% ���  	����� �	���	� �������	� �	� ���������� ����� �% ����� 	� ���  ��������
�&�� �� ,� �� ��� ���������	� 8 	� "� �� ��% ����� �	 ���������	� 9 	� : ��������	��%
����	�� �	���	�� ,� �	�� �� ��� �� ���� ��� ���� ���������	�� ����� ��% �� �	�� 9 	�
�	�� :� ��� �������� �� �	��� ����  �	������% )� #��� �	���	� ��% ��  �� ������ �� ���
����	���� �	�������� ��� ���������	� �	��� 	� �� 	�� 	� ��� ����	����� �	�������� ��������
�8� "� ��� �9� :� �� �	�� �������� ����� � �	 �������� ��� ���� �	����� ,� ���� ���� ���
���������	�� 	� �� ��� �� ��� ��>������ ��% �� �� �������� �	� �	�� 9 ��� �� �	� �	�� :�
� �	���	� ��% 	���� �� 	�� 	� ��� ����	����� �	�������� �������� �8� "� ��� �9� :� �� �	��
�������� ����� � �	 �������� ��� ���� �	����� ,� �� ��� �� ����� ��	��� ��>����� ���
�	������ ���% ��� ����� �	���	������ ���	��� ��� ����	���� �	 ����� ���������	���

-� ��� �������@� ��� 	��������	�� ��	� ���� �&�� � �������� ���� ��� �	���� 	� �� �� *
�
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��� ��� ���������	� 	� �� �� *
�4*� � -� ������� ��� ��������� �*�4*� � � � � � *�4*����)� ���	

���������� �*�4*�4*�� � � � � *�4*�4*����)� �	� ; � � � �� �	� �&�� �� ���� � A � A � ���
� A *� ��� �	���� 	� �� �� �	�� �� ��� ���������	� 	� �� �� �	�� )*� ��� ��� .� A */��������
�� �)*� )�� )8� )"�� #���� ��� .� A ;/�������� �� �)�� ��� ��� .� A )/�������� �� �)8� )"��

-� 	������ ���� �� ��� ���������	� 	� �� �� �� ��� ���������� ���� �� ��� �� ����	� �	��� ��
��% 	� ��� ����	����� �	� ; �  � �� #���� �	���	�� ��% 	���� 	�% �� �	����� �� ��� � 4 )
	� ������ �� ��� ���������� -� ���	��� �	� ��� �	���	�� 	� �� ��� �� ��� �	 � �	����� ��
��� � 4 ) ��� ������ �% �	������ � ����� 	� �� ��� �� ���� ����� � �	���� �	�� �� ���
� 4 ) ��� �������� ��� ���� ������	����� #�� �������  ���� ��� ���������� ����	�% ���
�	 ���  	�� ������	�� 	� ��� � ������  ����� 5���� ��� � ������  ���� 	� �� ��� �� ���
���(	��� �	� � � � A �� ��� ����	� ������	�� ��� ���� ������� E�� �	 ���� ���� �������� ���
����� ����� ��� *��� ������	����� 	� ��� �	��������  ���� 	� �� ��� ��� ���  �	������%
���� �� 	� �� �������� �  �������� ������	���� �� )�*

���� ��� ������%� #���� ���  �	������%
���� ���  ���� 	� �	�� �� ��� �� �������� ��� ���� �	���� 	� � �	���� �	�� �� ��� � 4 ) ��
*��� � )�*��� � )�*��� A )�*���� �	���2����%� ���  �	������% 	� � �	���	� 	� �� ��� �� ��
� �	���� �	�� �� ��� � 4 ) 	� ������ �� )�*����

#	 �	� ���  �	������% 7���� �� ��� �� ��� � ���  �	��������� 	� ��� ���� ������ �	���	�
�������	� ���� ��% 	���� �	� �� ��� ��� -� <& ��� �	���� 	� �� �� *

� ��� ��� ���������	�
�� *� 4 *� � D% ����������� ��� �	��� �� ��� ���������� �� <�� ���� ��� �	���	�  �	������%
�	� �  	����� �	����� ��� ���������	�� 	� �� �� �2�� �	 ����  �������� ��	���� #�����	���
�� �� ��Æ����� �	 ���	��� �	� � ���������	�� 	� �� �� ��� ��������� ���� � <&�� �	���� ���
���������	� 	� �� �	 �	� ��� ��� ������� �	���	�  �	������%� #�� �	���	�  �	������% �� )�
�� �� ��		��� ��� ���� ���������	� *� 4 *� �� ��� #��� ��  ��� ����  �	������% )�*� �����
����� ��� *�  	����� ���������	�� �	� ��� ,� ��� ���������	� 	� �� �� 	������ 	� ��� ����������
��� �	���	�  �	������% �� ;� 0��������� ������� �� ��% ��		�� 	�� 	� ��� *� ���������	�
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�	�� �	� � A ��� .���/ ��� � A � .�����/� #�� ������ 	� ������% �	���� ��� �	 ��� ��	 �	���
��>�� �% � ��� �	������ ����	� 	�%�

�� �  �������� �	���	� ���� + 	� ��� �	���� 	����� �������� ��� �	��� �� ��� ����	�
� 0��

�% �  �	&�����	� 	� ��� �	���	� ������	� �� ���� 	�% 	�� 	� ����� �������� ��� ������� ���
�	���	��� 1����� � ��� 	�� �� �� � �	���	� ��� �	���� 	�� �	 ��(����� ��������� ��� 	�� ��
�	���� 	��� �	 � �������� �������� -� �� ��� �	����� 	� ��� ���	 �	���	� ���� � �������� ����

��� ��� �2������� ���� ��� ��� �	 ������� ����������	�� � �
���
�� ���� � + �������� ��(�����
������ 	�� ������% �	��� ��� ������� �� � �����2���� ������% �	���� #�� ������ 	� ������%
�	���� ������ �	 ������ � �������� ���������� ���  ���	������ 	� ��� ����	�
�
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������ ������� ��������	�� ,� ����� ���� �	�� ��% �  ��� �	 �� ������ ���% ������ ������� ��
���	��� � ������% 	� �� ���������� �	�� �	���% ��	�� �� ��������� �� 	��� �% ��� ����������	�
	� ������� ���������	��� -� ������ �	������ ���� �� ��% ������ ����� �� ��������� ����%� -�
 �	���� �� ����� �������� �� 5����	� : ���� ��� ������������ �	�� ��6���� �����% �� ��� ��� 	�
�����	����  ���	������ ���� ��Æ����� �������%� �������

+� �� ������ �� �� ��	� ���� ��� �� ��������� ��� �	 ��� ����������	� 	� ������� ���������	��
�>��� ��� ������ 	� ������% �	���� �% � �	������ ����	� 	�% �	� ���� �	 ��������� ����� #	
���	��� �	� ��� ����������	� 	� ������� ���������	��� �� ��% �	������� � �	�� 	� ��	 ������������
������ #�� <��� ���� �	������ 	� � ����� �	��� ��� �
������� ����� 	�� ��� ���	 � �
�������
��� �� ��������� ��� ����	� ��	��� 	� ������� ���������	��� #�� ���	�� ���� �	������ 	� �� �����
�������� ����
� ���	 )�7����� �	���	� ���� �� ��������� ������% �	����� E����� ��� �	���	�
���� �� ��% �	�� � 	� ��� ��� �� ��������� � ����� ���������	� ���	 ��� ���� �	���	� ����
#��� �	��������	� �	�� �& ���� ��� ���� ���� �� ����� ���� �	 �������� 	���� ���� ��	�� ����
��� ���� ���������	�� ����� �������� �� ����% �	��� ���� ���� 	����� #�� ���������	� ��� ����
��� ��&���� ������ 	� ��� �	��������� � �������� ���� ���	�� ��� ������% �	����� �	� � A �
��������� ��� �������� ��� ����� �� B.	� �� 	� 	� �/ ���� ����  �	������%� =	�� ����� �
� 	��
	������ �	��� ���� �	�� �������� �	�� �� ����% �� �  �	&�����	� �� ��� ������� �� ������ ���
�	���	� ������	� �% ����� 	� ��� ������� �	���	�  �	������% 7������

��� �� �� ��� �	�� ���� ��� ���������	� �	�����
� � ��� 	�� 	������� ��� �� ������������
���� ���
� �� � 5������	�� ��	� ���� ��� ������ 	� ������% �	���� ��� �	 ����� ��	 �	���
��>�� �% � �	������ ����	� 	�%� ������ � ��	�� ��� ������ 	� ������% �	���� �	� *	 � � � *��

 �	������� �	��� ��� �	� ��� ������ 	� �������� � A ��� ��� � A �� D	�� ��� �� ��	� ���

);



�������� �������� ��� ��&���� ������ 	� ������% �	���� �� ���	� ����� ,� ������	�� �� ��	�
��� ����	 	� ��� ������� ������ 	� ������% �	���� �	� !	�� , ��� !	�� ,,� ��� ����	 	� ���
��&���� ������ 	� ������% �	����� �� �� �� ����� ���� ����� 	��� �� #�� ���� ����� ���
�	��@	��� ���� ��� ��� �	���2����% ���� ������ 	� �� 5���� ��� ����  	���� ������� 	�% �����%
��	� ��� ���� ������ �� �	����� ���� ��� ������ 	� ������% �	���� ��� �	 !	�� , ��� !	�� ,,
��>�� �% � ��� �	������ ����	� 	�%�

F���� ���  	������ ����	� �*�� �� ��� �	������� �  �		� ���� �	������� ��� �� ��������� 	�
��� ���������	� ����������	� �& ������ �% !	�� ,� #���  �		� %���� ��� ������ ����� ���� ���
������ 	� ������% �	���� �� �	��� �% �.��/� +��	��� ���  	������ ����	� �� �� ������  �		�
������2��� �� ��� ���� ����� !	�� ,, ������ �� �� ���� ��� ��� ���������	�����  �		�� ��� ��
�& 	��� ��� ��������  �	��� ��������� ����%� ,� ��� �		����� �� ��� ������	�� �	������� ����
��� ���%��� 	� !	�� ,, 	�%�

-� �	� ���� 	�� �������	� �	 ������ ��	� �����  �	������% ���	�% ��	�� ��� ������������
���� �����%��� !	�� ,,� + ������ ��
	� �	���� 	��� �	 �	������ ��� ���	 � �	���	� ����� -�
������� ��� ������ 	� �������� ��� ��(����� �������� �� �		��� +���� �	����� � ���� ����� ��
�� �� �� �% ���� ��� �� A � � �� �	��� �% ����� #�� ������ 	� �������� �������� �	���� 	���
�	 ��� ������ 	� �	��� �% ���� ��� ������� ���� �	��� �% ��� �	������ �� ���� 	�� ��� #��
������ 	� ��(����� �������� �	���� 	��� �	 ��� ������ 	� ��� �� ��� �	��� �% ���� ����� 	��
��  �� �	��� �% ��� ����� �	���� 	��� �	 � �������� �������� 1����� ��� ������ 	� ��(�����
�������� �� �� ���

#�� �& ����� ������ 	� �� �% ���� �� ��� ������������ ���� ��� �� �������� �� �		���
#��  �	������% ���� � ��� ������� �� �% ����� �	����� � ��� ��

�
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����� ) 4 � � �
 �	� � �� ��� �� �� �� �������	� ������� ���� ���� ) �� ��� � �� �� �% ��� ����
���� ; 	��������� #���� ����� A .)� )��/	� D% �������% 	� �& ������	�� ��� �& ����� ������ 	�
�� �% ���� ��

����� A
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� � .�/

D% �������% 	� �& ������	�� ��� �& ����� ������ 	� �������� �������� ��
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�
)�

�
)�

)

�

�	�

� �


)� ��

�
�

�
� .8/

��� ��� �& ����� ������ 	� ��(����� �������� ��

���� A ������ � �� �


)� ��

�
�

�
� ."/

#�� ��(����� �������� 	� 	�� ������% �	��� ��� ���(��� �	 ����% �� ��� �����2���� ������% �	����

� ���� � �
 � �����

-� �	�� ��� �������� ����	�
 ���� �  �	������� �	��� ��� ��� ������������ ��� �	���	� ������	�
��������� �� 5����	� � �% ����� 	� !	�� ,, ����	 �� �� 5����	� "� ���� 	� ��� � � � ��������

))



�	���� 	��� �	 � ��� #�� �	���	� ���� ��� ���� �	 �� ���� ��� �	���	� ������	� 	� ��� ����	�
�
-� �� �������� ��� �		���� ���������?

����� � ��
�� 
� �������� �
���� "	 �������	����	� ���� "" �� � ������ 	����# ����

� �������	� 	���� � � � ������ ���� ��	����� ����	� �����	�� ��
��� �	� �	��	�	��� �	�
��	����� ����	 ����	����	� �� ������ �����	 �.��4 �)�	/ ������ ��
	�� ���� �����������
)� 	 ��� �	� 	 � ;�

0��  �		� �	������ 	� ��	  ������ ,�  ���� , ��  �	�� ���� ��� ������ 	� �������� � � *�� ��
�� ������� �	 *�� � � �������� ������ �.��4 �)�	/ �	���� ����  �	������% )� 	� ,�  ���� ,,
��  �	�� ���� � � *�� � � �������� ��� �������� ������ �.��4 �)�	/ �	���� ����  �	������%
)� 	� #	�������  ����� , ��� ,, %��� ��� ������ �	����

#	 ��������� ��� ���%���� �� ������ ���� ��� ����% �������% 	� ��� ����	�
 ���������� 	� ���
 �	������� �	��� �� ���� ���� ��� ������% �	���� �	 �	� 	���� � #���� � ����	�
 ����������
���� ���� � �������� ����������� �� ��� ��������� 	� 	�� ������% �	��� ��� ������ �������� 	�
��(������

��� ������ �� ���� �

#�� ���%��� 	�  ���� , �	� � � *�� � � �������� �� ����� 	� ��� 	��������	� ���� �	����� � �
*�� � � ��� ���	 � A *�� � � �	���	� ���� �� ��������% ����� �� �	�� ���� 	�� �� ������
�� 	�� 	� �	�� ����� �	� � � �� ��� ������ 	� ��� ������ �� ���� ��� �� �� �������% �����
�	���� 	����� �	 � ���� ������ 	� �	���	�� ������ ���� �	����

#�� ����������	� 	� � ��� 	��� � ���� �		�� ��� ���	��� ����������	�� + ���
�	�� ������
���� �� ��% �  % �	 ���� ����������	�� �� ��� ������ �
������� �))�� ,� ������ ���� �	� �
�	���������� ����	� ������� � ��� ��%  	������ ��� � �� ����

7��� � �� �
����

�
�

5���� ��� ������ 	� �� �% ���� �� ����� � �	���	� �	�� �� � ����	� �������� �� ��% �  % ���
!��
	� ,��2����% �	 ��� E�����  ���� ,� �� ���� � � *�� � � A �� #���� ��� �& ����� ������ 	�
�� �% ���� ���� �	����� � ��� �� ���	����� �	 �2����	� �

����� � ���
�
� �

�

�
�	� � � ��

-� ��		�� � A *���� ��� 	����� ��	� ��� !��
	� ,��2����%

7���� � *���� �
�����

*���
�

)

*
�

�2�������%� ���  �	������% ���� ��� ������ 	� �� �% ���� �� �� ��� ���� *��� �� ������� ���� )�*�
-� ��<�� � ������% �	��� �	 �� � ����
����� �
���
�� ���� �� ��� ���� *��� �	���	�

���� ������ �� �%� �	���� 	�����%� �	�� ���� � � *��� A �.) � *��/ �������� ��� �������� ��
� ��������� �	���� +�	���� � ������% �	����� � ��������� ������% �	��� 	����� �� ���� ����
 �	������% )�* ���	����� �	 ��� !��
	� ,��2����%� D% ��<����	�� �	� ���� ������% �	��� 	�  ���� ,
�� ���� � � �� #�����	��� �� ���� ��������� ������% �	��� 	�  ���� ,� � �	������ ������ 	� ��
���� �.) � *��/ �������� �� ��������� �	��������� ��������� ������% �	���� 	�%�  ���� , ����
����� � ��������� ������% �	���� ���� ��� ������ 	� ��������� �������� �� ������� �	 � ���������
#�����	���  ���� , �� ���(��� �	 ��� ��
	���� ��	�����	?
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�
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�
A ��
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5	���� �	� �� �� 	�����?
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A �.��/�

����� �� �� � �� �� �	� * � � � �� #���� �� ���� ���������� ���� ��� ������ 	� ��������
� � *�� � � �� ������� �	 *�� �� �������� ������ �.��/ ��������� ������% �	���� ������
 ���� ,�

,� ������� �	 �� ��	�� ���� ��� ������ 	� 	������% ������% �	���� � �	�������� � ���������
������% �	���� �� 	� 	���� �.��/ ���� ����  �	������%� #	 ���� ��� �� ��% ������ ���� �����
��% �	���� ��� ���� ������ D���	�� ������ ��� �  % ��	���� �� 
�	�� ������ ��� �	
���
�
������� �))�? �	� � ����	� ������� � ��<��� �% 7��� A )� A � 	� � D���	�� ����� ����
 �	������% � 	� �������� � A ���� A ��� ��� ; � Æ � )� �� ����

7��� � .)� Æ/�� � ��
�Æ�

� �

�	� �	��������� �� ��� �%��	 �� A )�* �	 ���	�� ��� 	��� �	��� �	� ���  �	������% 	� ���
	��������� 	� � ��������� ������% �	���� -� ������ ���� ��� ������ 	� 	������% ������% �	�����
��

� A
)

��
.*� � 8 � 	/

� *

�
*

.)� *��/

�
)

*
��� )

�
� 8 � 	

�

A �.��� � 	/

�	� � ��� ���� 	� #��� ����� �	��������	� 	� � �� (����<�� ��	� ��� �	 ��� ���� ���� ���  �	���
������� �		���� ��	� ��� �����	> �	��� %��� ��� ������� ������ +��	����� �	 �����  �	������%
���	�%� ��� �& ����� ������ 	� ��������� ������% �	���� ������ � �	���� �� �� ����

�� A � � �� A *� � 8 � 	�

������� � ��������� �	��� 	����� �� ���� ����  �	������% ��� -� ��� � ����� �	��<����	� 	� ���
�����	> �	���

7��� � �� � ���� � ��
�����

�

��� � .�/

����� ; � ��� � ��� ��� ��		��

� A
)

��
.� � 8 � 	/�

=	�� ���� ��� �	�����	� ��� � �� �	�� �	� ��% 	� ����� ��� A ��8 � 	 � *��8 � 	 A �� � � � *��
-� ��� �& ���� �� �� � ������	� 	� � �� �		��?

�� A *��� 4 8 � 	�

)�



=	�� �� �� �� � ����	� ������� ���	���� ��� ������ 	� ��������� ������% �	����� -� �  %
��� �����	> �	��� 	� �2����	� � �	 �� ��� 	�����?

7���� � �� � ���� � ��
�����

�

���

� 7���� � *� � 8 � 	� � 4 8 � 	� � �
�

�����
�

������ �	 	

	 7���� � �� � ��
���
�

A ���	��
 �

� 	

� 7���� � �� � )� 	�

1����� ���  �	������% ���� ��� ������ 	� ��������� ������% �	������ ������� A � .��4 �.)�	//
������% �	���� �&����� ��� ��2����� ������ 	� ��������� ������% �	���� � �� ������� ���� 	� �2��
�	 ) � 	� #�����	��� ��� ������ 	� ������% �	���� ������ �	 ������ � � *�� � � �������� ����
*�� � � �������� ��������� �� � .��4 �.)�	// ����  �	������% �� ���� )� 	 �	� ��% 	 � ;� -�
���� �	���2����% ���������� ���  �		� �	�  ���� ,�

��� ������ �� ���� ��

E�����  ���� ,, �� ��(��� � � *�� � � �������� ���	 ��� ����	�
� �	���� 	�����%� �� 	�� ����
�������� �	��� �� �	�� � � *�� � � ��� ���	 � A *�� � � �	���	� ����� 5���� ��� ������ 	�
��� �� ��� ���� 	� �2�� �	 ��� ������ 	� ����� �� ��� �& ��� �	 ��
�  �	����� �% ��������� �
��	���	� �������	 	� ��� �������� �� ���� ������% �	���� ,� �	������� �� ���� ��	�� �� 5����	� 9�)
���� � ��	���	� 	
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 �	����� � ���� 	� ��� ������ 	� ������% �	���� �� � ������	� 	� � �	� <&�� �� ��
� ��� ��� ��
�� ������ 8� ����� ��� �� ��� �� ����������� �	� � ���� ������ 	� �& �������� �	� ��>����� �����
	� �� #	 ��	�� ������� �� 	��� ��� �	����@�� ����������	� ����� �	� ��� ��������� ����% �������%�
#�� ��� �� �� ������ " �&����� � ������ 	� ������	�� ������ 	� ��� �������� ����	�
 ���� �������
������� ��������	�?

)� #�� �������������	�� ������� ��� ������ 	� ������% �	���� ��� �	 ��� �������� �������	�
��������%� �� ���	������ ���� ��� ������  �������� �� ������ 8�

*� #�� ���	� ���� �� ���  	�� ��	� ��� �������	� 	� ��� ������ 	� ������% �	���� ��� �	 ���
����	��@�� �	����� �������% �� ��� ��� ����� #�� ���� ���� ��� �������	� �� �������% ���

):



�������� 	�� ����� �	������% ������

�� 0�� �	��� �.��/ A !� � ��4 !� �  ���� �� � �������� ��� �� ��� �����	���������  	�� 	�
������ " �	� !� A ) ��� !� A ;� +� ��� <��� ������ ���� ���� �	��� ����� �	 �� �	�����������
���	��� �� �� �����<����% ������� ���� �.��/�

8� #�� ������� ���� �� ���  	�� 	� ������ " �� ������ ��� �	�����% �������  ���� , ���  ���� ,,
	� 	��  �		� �� � A *�� � ��

"� '��� ���� ��� ������ 	� ������% �	���� ��  ���� ,, �� �.��/ �	� � � *�� � �� ,������ ��
	������ ���� ������	� �	 ��� ��� 	� ��� ������� ��� �� � A *�� � �� #�� �	������ ����	� !�
�� �.��/ A !� ��4 !� �� 	���	��% ���� ����� ���� )� �� � �	� ����	� ���� ��� ��������
��� �	� �� �������

9� E�����  ���� , 	� 	��  �		� �	� � � *�� � �� �� ���� ��� 	� ��� ���2����% �� �� � �� ��
�	� * � � � � �	 �	��� ��� ������ 	� ��������� ������% �	���� �� �2����	�� 9 ��� : 	�
5����	� 9�)� ,� ����� �	�� !	�� ,, ��� ��� �������� �������	�� �&����� ��� ������	� 	� ���
������� �	��� � � ��� � �� �	� ��� ������ 	� ������% �	����� �� �� 	������ �	 ��� �����
	� ��� ������� ��� �� � A *�� ���

:� ������ " ������� �� ����	� ����� <� 	� ��� ������ 	� ������% �	���� �� � �� �� 	����	� 	� ���
�	��� �	�  ���� , ���  ���� ,,� �	�  ���� ,� �� ��� � ���*�� ��� ���); 4 ) �	�  ���� ,,�
#�� ��� 	� �	��  ����� %���� ��� ����� ��� �%�� �� ������ "? ���); 4� ���*�4 )�

#�� �������	� ������ �� ������ " ������� ���� �.��/ �� �� ���� ��� 	 ���� �	��� �	�  ���� ,,�
�	�  ���� ,� �.��/ �� �� �  �� �	��� 	� ��� 	������� ������	� ����� �		�� ��� ������� �	���
�.� ����/� �	���2����%� ��� �������	� ������  �	���� �& �������� �������� �	� 	�� ���� ����
������������ �	�� ,, ��6���� �����% ���� ��Æ����� �������%� ��� ���� ��� �  �� �	��� �	� ���
������ 	� ������% �	���� �� ������ �.��/� ���� ������ 	� ������ 	�  �	������� �	��� � 	� ���
��� ����� ��� ���� ������ 	� ��� 	 �����	��  ���� ���������� �% ��� ������ 	� �������� ��

-� ���� ������ 	��  �		� 	� ��� ���� �	��� �	 ��� �	���������	� �������	� ����� ��������
������� �	����� ��� ��	��� ����	�% ��� ���������	�� ��� ��	��� ����	�% ��� ���� ������%�
#�� ����	��� ������ ���� ��	��� ��� ���� ��� ���������% 	�  �	��������� ���%���� ,�  ��������
���% �	���������	�  ������� ��� �� �  �	&������ �% ���� ����� ��	�� �	� 	���� �	���������	�
 ������� ���� ��	��� �  ���� �	 �� ������	����� �	� �&�� �� ������ ���� ���� 	� � �	����� �����
	�� ������� �	 � ����� ���������	� �	�� �� 5���� � ��% ������� 	�� ������� �� � ���� 	�%� � 	���
�	��� �	� ��� ������ 	� ������% �	���� �� �� D������ ��� �������� ������������ ���������� ����
	�� ������� �� �� �������� ������ � �	���� � �� ��	 ��� �  �� �	���� #��� �&����� ���� ����
�� �	 ��� �		���� �	�(������ ��	�� ��� ������ 	� ������% �	���� 	� ��% �	���������	�  ������
	� � ��� ����� +����� ���� � A �� 4��� ����� �� �� ��� ������ 	� �������� �	 �� �����������
	� �������� ��2������%� ��� �� �� ��� ������ 	� �������� ��	�� �	����� ��� ���������	�� ��� ��
�  �	&������ �% � ����	� ����������	�� #���� ��� ������ 	� ������% �	���� �� �	��� �%

�.�� 4 ���/�

,� ��� �&����� ���� ����� � A ��� ��� ������ 	� ������% �	���� �� �	��� �% �.��/� ,� ���
	���� �&����� ���� ����� � A ��� ��� ������ 	� ������% �	���� �� �	��� �% �.���/ �� ��
����  �	��� �� 5����	� 9� -� ��% ���� ��% ���� ������� ����� �&������ �� � �� �� 	����	� 	� �

)�
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Round-based transpose simulation
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Round-based transpose simulation
Normalized clock-cycles for transpose simulation

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

2^4 2^6 2^8 2^10 2^12 2^14 2^16 2^18 2^20

N
um

be
r 

of
 D

el
iv

er
y 

R
ou

nd
s 

/ C
lo

ck
 C

yc
le

s

Number of Processing Nodes n in Fat-tree Network

Delivery Rounds for m = n Messages

Round-based Model II

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

2^4 2^6 2^8 2^10 2^12 2^14 2^16 2^18 2^20

N
um

be
r 

of
 D

el
iv

er
y 

R
ou

nd
s 

/ C
lo

ck
 C

yc
le

s

Number of Processing Nodes n in Fat-tree Network

Delivery Rounds for m = n Messages

Round-based Model II
Round-based bit-reversal simulation

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

2^4 2^6 2^8 2^10 2^12 2^14 2^16 2^18 2^20

N
um

be
r 

of
 D

el
iv

er
y 

R
ou

nd
s 

/ C
lo

ck
 C

yc
le

s

Number of Processing Nodes n in Fat-tree Network

Delivery Rounds for m = n Messages

Round-based Model II
Round-based bit-reversal simulation
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������ 9? �	� ����	� 	� ��� ������ 	� ������% �	���� �	� ����	�% ��	��� �	����� ��� ������
����	�� ���	����� �	 !	�� ,, .��� ������ 8/� � ����� 	��  ��������	� .���/� ��� � �����������
 ��������	� .�����/ ���� � A � ��������� 0�� �������	�� ��	� ���� ��� ������ 	� ������%
�	���� �	� ���  ��������	�� ���� � A � ��� ������% ����� ���� �	� ����� ������� 	� ��������
� � �� #�� �	����@�� �	�
��%�� �	���� ��	� ��� ��� ������	� 	� � ��� ���� ���� ���������
������� ����%�

��2������ �	� 	���� �	�������� 	��� �������� ��� �  ���� �	� 	���� �	�������� 	��� ��������
���� �	��� �.�� 4 ���/ �	� ��� ������ 	� ������% �	�����

-� ��	 ��� �& �������� �	 ������� ���  ���	������ 	� ��� �������� �	� ������ ������ �	����
������	�  ������� ���� ��� ���2����% ������� �� ��� �	����� ��������� �9�� ��� �� � � � ��� � ���	�� ���
�����% �� ���������	� 	� �	�� ��

���	
���
�� ��������
��� �	� � ����� ����� �� �	�� � ����� 	�� ������� �	 �	�� " A .�4�/G��
#���  ������ ������ �	� �&�� � �� ������ �	� �����	�� 	��� � �����

��������� ��������
��� #�� �	�� ���� �����% �� ���������	� �� � � � ������������ ������ � � � ����
����� 	�� ������� �	 �	�� ���� ������ � � � ��� ��� � � � ���� ����� #��  �����% �  �����	� �����
����  ������ �� � �����& ����� 	����	��

�
���������	 ��������
��� =	�� �� � � � ���� ����� 	�� ������� �	 �	�� ���� � � � ��� #���  �������
�� �� �� ��� ����� 	��  ��������	�� �� �	�������� �������	��% � �	�������� �	�����  �	����

0�� �������	�� �������� ���� ��� ������� ������ 	� ������% �	���� �	� ���� 	� ����� �	����
������	�  ������� �� �	����� �% �.��/ �	� ; � � � �� ������� 9 ��� : ��	� ��� �������	�
������ �	� � A � ��������� +��	��� �� �	 �	�  ������ ��� �	���� 	����� ��� ��� �� �� 	�� ����
��� ������ 	� ������% �	���� 	� ���  ��������	�� �	� � � � �� ������% ��� ���� ��	�� ��	�� ��
��� <������ �	� ��� ����� 	��  ��������	� 	� ��� �������� ���� 	� ������ 9� �� ��������� ����
 	���� 	�% �	� ��	�� ����� ����� ��� ������ 	�  �	������� �	��� � �� � �2����� #�� �	����@��
�	�
��%�� �	���� ��	� ��� ������	� 	� � �������� ����	�
 ���� ��������� ������� ����% ����� �
�	���	�� #�� ���  ���	������ 	� � ��� ���� �� 	� ������� ��	�� � ����	� 	� ��	 ������ ����  ��������
�% ��� �	��������� �	���

#�� ������ 	� ��� �%���������  ��������	� �� ������ : ��� �	�� �	� ��������� ���� ��	�� ��
������ 9� 5���� ��� ������ 	� ������% �	���� �� ���� 	� ��� �����  �������� �� ��  ������ �� ���
������� ������ 	� ������% �	���� ��� ������� 	� ��� ������% �	���� 	� ��� ������� 	��� � ����� 	�

)$
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Round-based cyclic-shift simulation
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Round-based cyclic-shift simulation
Normalized clock-cycles for cyclic-shift simulation

������ :? �	� ����	� 	� ��� ������ 	� ������% �	���� �	� ����	�% ��	��� �	����� ��� ��������
��	�� ���	����� �	 !	�� ,, ��� � �%���������  ��������	� ���� � A � ��������� 0�� �������	��
��	� ���� ��� ������ 	� ������% �	���� �	� ��� �%���������  ��������	� ���� � A � ��� ������%
����� ���� �	� ����� ������� 	� �������� � � �� #�� �	����@�� �	�
��%�� �	���� ��	� ���
��� ������	� 	� � ��� ���� ���� ��������� ������� ����%�

�����  ��������� ; � � � �� #�� ������� ��� ��&���� ������ 	� ������% �	���� 	� ���� ���	�
��� �� ������ ��� �	���� 	����� ����� �	� � ����� 	� ��

�	� � ����� �	���������	�  �������� ��� ������ 	� ������% �	���� �� ������% ��� ���� ���
������� ������ 	� �	���� ��2����� ���� ���������	� �	��� ��� ��	��� ����	�%� #���� ������
��	� ������ ������� ���� �.��/ �� ��� 	 ���� �	��� �	� 	�% �	� ����	�% ��	��� �	����� ���
���������	�� ��� �	� ���% ��>����� �	���������	�  ������� 	� ��� �������� ����	�
�

$ %��	���
��

-� ���� ��	�� ���� � � � �������� ���� ����	�% ��	���� �������� �	����� ��� ���� ������%
��� ����	�% ��	��� ���������	�� ��� �������� �� � �������� ����	�
 ���� �  �	������� �	���
������ �.��/ ������% �	���� ���� ����  �	������%� 0��  �		� ����	�		�% �� ����� 	� ��
�  �	&������� �	���	� �	�� 	� ��� �������� ����������� ���	 ��� ����	�
� #��� �	�� �	���������
� �����	> ������� ��� ����% ��� �������%� ,� ���������� � �������% ��� �  �	��������� ���%���
��� ��6���� �����% ���� ��Æ����� �������% �� ��� ���� ����� -� ����  �������� �� ����� ��������
�	 ������� 	�� ���� ���� �.��/ �� � ����� �  �� �	��� �	� ��� ������% 	� �������� �	� 	�%
����� ��� ��� ��%��� ����� ��	�� ���� ����� 	�� ���%���� ��� ��	 �	�  ������� �� ��������	��
��� �	���������	� �������	� 	� � �������� ����	�
�

& �	'��(���) ����

-� ����
 D����% H��@��� �	� ������� ��� �������� ���	 ��� �� ��������	� 	� �������� ����	�
�
��� ������ �������	� �	� ������ ��������	�� ��	�� 	��  �		� ����	�		�%�

*;
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